
差分方程的 z 域求解详解

问题描述

已知差分方程：

y[n] = by[n− 1] + x[n] (1)

其中输入信号为：

x[n] = anu[n] (2)

初始条件：y[−1] = 2

求：完整解 y[n]，包括零输入响应和零状态响应。

1 z 域单边时移性质

1.1 基本性质说明

z 域单边变换的时移性质是求解含初始条件的差分方程的关键工具。

z 域单边时移性质

右移性质（延时）：
Z{f [n− 1]} = z−1F (z) + f [−1] (3)

一般形式（右移 k 步）：

Z{f [n− k]} = z−kF (z) +
k∑

m=1

f [−m]z−k+m (4)

2 本题 z 域变换与变形

2.1 对差分方程取 z 变换

将原差分方程改写为 y[n]− by[n− 1] = x[n]，并对方程两边取单边 z 变换：

Y (z)− b[z−1Y (z) + y[−1]] = X(z) (5)
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2.2 代入初始条件和输入

将 y[−1] = 2 和 X(z) = Z{anu[n]} = z
z−a
代入：

Y (z)− b[z−1Y (z) + 2] =
z

z − a
(6)

2.3 整理求解 Y(z)

Y (z)− bz−1Y (z)− 2b =
z

z − a
(7)

Y (z)(1− bz−1) = 2b+
z

z − a
(8)

Y (z) · z − b

z
= 2b+

z

z − a
(9)

Y (z) =

(
2b+

z

z − a

)
z

z − b
(10)

2.4 分离零状态响应和零输入响应

Y (z) =
2bz

z − b
+

z2

(z − a)(z − b)
(11)

零输入与零状态响应

零输入响应（Zero-Input Response）：Yzi(z)

Yzi(z) =
2bz

z − b
(12)

仅由初始条件 y[−1] = 2 引起。

零状态响应（Zero-State Response）：Yzs(z)

Yzs(z) =
z2

(z − a)(z − b)
(13)

仅由输入 x[n] 引起，假设初始条件为零。

3 求解零输入与零状态响应

3.1 零输入响应的反变换

Yzi(z) =
2bz

z − b
= (2b) · z

z − b
(14)
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利用基本变换对 Z{pnu[n]} = z
z−p
，可得：

yzi[n] = 2b · (bnu[n]) = 2bn+1u[n] (15)

3.2 零状态响应的反变换（部分分式展开法）

为方便反变换，对 Yzs(z)
z
进行展开：

Yzs(z)

z
=

z

(z − a)(z − b)
(16)

3.2.1 情况 1: a ̸= b

z

(z − a)(z − b)
=

A

z − a
+

B

z − b
(17)

使用留数法（Cover-up Method）求系数：

A = (z − a)
z

(z − a)(z − b)

∣∣∣∣
z=a

=
a

a− b

B = (z − b)
z

(z − a)(z − b)

∣∣∣∣
z=b

=
b

b− a

因此：

Yzs(z) = z

(
a/(a− b)

z − a
+

b/(b− a)

z − b

)
=

a

a− b

z

z − a
− b

a− b

z

z − b
(18)

进行 z 反变换得到：

yzs[n] =
an+1 − bn+1

a− b
u[n] (19)

3.2.2 情况 2: a = b

此时 Yzs(z) =
z2

(z−a)2
。利用变换对 Z{(n+ 1)pnu[n]} = z2

(z−p)2
，可直接得到：

yzs[n] = (n+ 1)anu[n] (20)

4 完整解

完整响应为 y[n] = yzi[n] + yzs[n]。
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最终结果

当 a ̸= b 时：

y[n] =

(
2bn+1 +

an+1 − bn+1

a− b

)
u[n] (21)

当 a = b 时：

y[n] = 2an+1u[n] + (n+ 1)anu[n] = (2a+ n+ 1)anu[n] (22)

5 时域波形图

下面给出不同参数下的时域响应波形。

5.1 情况 1：a = 0.5, b = 0.8
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5.2 情况 2：a = 0.9, b = 0.3
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6 验证与总结

6.1 时域直接验证（以 n = 0 为例）

我们可以通过对比差分方程的直接计算结果和我们解出的表达式在 n = 0 处的值，

来验证解的正确性。

1. 从原差分方程计算：在 n = 0 时：

y[0] = b · y[−1] + x[0] = b · 2 + a0u[0] = 2b+ 1 (23)

2. 从最终解的表达式计算（a ̸= b）：

y[0] = 2b0+1 +
a0+1 − b0+1

a− b
= 2b+

a− b

a− b
= 2b+ 1 (24)

两种方法计算出的 y[0] 完全一致，证明我们的求解是正确的。

6.2 关键要点总结

1. z 域时移性质是求解含初始条件差分方程的核心工具。

2. 零输入响应 yzi[n] 仅由初始条件引起，零状态响应 yzs[n] 仅由输入信号引起，总

响应是两者之和。

3. 部分分式展开法是求有理分式 z 反变换的常用且有效的方法。
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4. 必须仔细进行 z 反变换，特别是注意常数项系数，如 Yzi(z) 反变换为 2bn+1u[n] 而

非 2bnu[n]。

5. 在求解完成后，通过代入 n = 0, 1, . . . 等初始值进行时域验证，是检查结果正确性

的好习惯。

6. 当 a = b 时（重极点情况），需要使用不同的变换对或展开形式进行处理。

附录：常用 z 变换对

时域信号 z 域变换 收敛域
δ[n] 1 全 z 平面
u[n] z

z−1
|z| > 1

anu[n] z
z−a

|z| > |a|
nanu[n] az

(z−a)2
|z| > |a|

(n+ 1)anu[n] z2

(z−a)2
|z| > |a|

cos(ω0n)u[n]
z(z−cosω0)

z2−2z cosω0+1
|z| > 1

sin(ω0n)u[n]
z sinω0

z2−2z cosω0+1
|z| > 1
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